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Аналітично досліджені режими застрягання вантажів (куль, роликів, ма-
ятників) в рамках плоскої моделі врівноваженого ротора на ізотропних пруж-
но-в'язких опорах, що несе автобалансир з багатьма однаковими вантажами. 
Описана фізико-математична модель системи ротор-автобалансир. Запи-
сані диференціальні рівняння руху системи щодо системи координат, що оберта-
ється з постійною швидкістю обертання. Знайдено всі усталені режими руху, в 
яких вантажі застряють на постійній швидкості обертання. В системі коорди-
нат, що синхронно обертається з вантажами, ці рухи стаціонарні. 
Проведені теоретичні дослідження показують, що режими застрягання 
вантажів в системі ротор-автобалансир є однопараметричними сім’ями 
усталених рухів. 
Кожен режим застрягання характеризується певною конфігурацією ван-
тажів і відповідною частотою застрягання. 
В системі координат що синхронно обертається з вантажами: 
– переміщення ротора є сталим; 
– параметром є кут, що визначає напрямок вектора переміщення ротора; 
– вантажі займають певні фіксовані положення відносно вектора пере-
міщення ротора і ці положення залежать від швидкості обертання ротора. 
У автобалансира з nb однаковими вантажами різних конфігурацій ван-
тажів nb+1. Загальна кількість різних режимів застрягання вантажів: 
– 2(nb+1), якщо nb непарне; 
– 2nb+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних частот застрягання: 
– 3(nb+1)/2, якщо nb непарне; 
– 3nb/2+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних характерних швидкостей – nb+2. Характерні 
швидкості є точками біфуркацій рухів, бо при їх переході зароджуються чи 
зникають однопараметричні сім’ї рухів, що відповідають певному режиму за-
стрягання. В цих точках режими застрягання можуть набувати, або втрача-
ти стійкість 
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1. Вступ 
Для балансування на ходу швидкообертових роторів застосовуються паси-
вні автобалансири – кульові (роликові), маятникові тощо [1–13]. Ці ж пристрої 
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з одним і більше вантажами можна використовувати у вібраційних машинах 
для збудження вібрацій [14–18]. 
Застосування автобалансирів за різними призначеннями можливо через те, 
що роторна машина з вантажами і вигляді куль (роликів), маятників може здій-
снювати різні усталені режими руху, що відповідають: 
– автобалансуванню чи синхронному обертанню вантажів разом з ротором 
(стаціонарні рухи) [1–4]; 
– застряганню вантажів (викликаному ефектом Зомерфельда) [5–16]; 
– параметричним і іншим коливанням вантажів [17, 18]. 
Теоретично система роторна машина – автобалансир може здійснювати різні 
усталені рухи. Серед всіх можливих усталених рухів з часом система буде здійс-
нювати тільки стійкі рухи. Тому при побудові аналітичної теорії таких машин ро-
зшукують всі можливі усталені рухи системи і досліджують їх стійкість. 
Найбільш повну інформацію про зародження, зникнення, умови існування 
і стійкість різних режимів руху системи надає біфуркаційна теорія. Як правило, 
за біфуркаційний параметр приймається швидкість обертання ротора. При цьо-
му на певних швидкостях обертання ротора автобалансир може балансувати 
ротор, а на певних – збуджувати вібрації. Для побудови біфуркаційної теорії 
необхідно знайти і дослідити всі можливі усталені рухи системи, але це складна 
математична проблема. 
На сьогодні найбільше аналітичних результатів отримано в рамках плоскої 
моделі ротора на ізотропних пружно-в’язких опорах, що несе автобалансир з 
однаковими вантажами. Але при цьому недостатньо вивчені режими застряган-
ня вантажів, викликані ефектом Зомерфельда. Так, знайдені і досліджені тільки 
ті режими застрягання, у яких вантажі зібрані разом. 
Актуально в рамках зазначеної моделі ротора і автобалансира аналітично 
знайти всі можливі режими застрягання вантажів. Це важливо для побудови 
аналітичних теорій як пасивного автобалансування, так і резонансних вібрацій-
них машин, у яких автобалансир застосовується як віброзбудник. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Спочатку пасивні автобалансири були запропоновані для балансування шви-
дкообертових роторів [1]. Історія виникнення і розвитку пасивного автобалансу-
вання, методів дослідження процесу автобалансування тощо описана в [2]. 
Тривалий час вважалося, що система ротор на ізотропних опорах – автоба-
лансир може здійснювати тільки стаціонарні усталені рухи. На стаціонарних 
рухах вантажі синхронно обертаються з ротором і займають одне з можливих 
положень відносної рівноваги. Методика дослідження стаціонарних рухів рото-
ра на ізотропних опорах з автобалансирами викладена в [3]. Методика дозволяє 
відшукувати всі можливі стаціонарні режими руху системи і оцінювати їх стій-
кість. В [3], також, в рамках плоскої моделі ротора на ізотропних пружно-
в’язких опорах, що несе автобалансир з багатьма вантажами (кулями, ролика-
ми, маятниками), були досліджені стаціонарні рухи, знайдені швидкості обер-
тання ротора, у яких зароджуються чи зникають різні стаціонарні рухи. З точки 
зору теорії біфуркацій при переході цих швидкостей стаціонарні рухи можуть 
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набувати чи втрачати стійкість. Було встановлено, що серед всіх стаціонарних 
рухів на дорезонансних швидкостях обертання ротора може бути стійким тіль-
ки тій рух, на якому вантажі найбільше розбалансовують ротор, а на зарезонан-
сний швидкостях – багатопараметрична сім’я основних рухів (на них ротор 
збалансований автобалансиром). Але для побудови повної біфуркаційної теорії 
необхідно виявити і дослідити всі інші можливі усталені режими руху системи. 
В [4] дається аналітична постановка задачі про побудову нелінійної біфур-
каційної теорії для розглядуваної системи. Але біфуркаційний аналіз був про-
ведений числовими методами, у випадку двох вантажів. Виявлено, що разом зі 
стаціонарними рухами у системи існують граничні цикли і хаотичні рухи. 
Щоб оцінити наскільки повно побудована аналітична біфуркаційна теорія 
для розглядуваної системи, розглянемо деякі роботи, у яких були виявлені нові 
усталені режими руху роторних машин з автобалансирами. 
В [5] експериментально і обчислювальним експериментом були виявлені 
режими застрягання маятників в системі ротор-маятниковий автобалансир. В 
цих режимах маятники зібрані разом, не можуть розігнатися і застряють на од-
ній з резонансних швидкостей обертання ротора. Було встановлено, що режими 
застрягання виникають при малих силах опору в системі. Виникнення режимів 
було пояснено проявами ефекту Зомерфельда [6]. Далі, режими застрягання ма-
ятників досліджувалися в роботах: 
– [7] – теоретично для ротора на ізотропних опорах, що здійснює просто-
ровий рух і балансується одним чи двома двохмаятниковими автобалансирами; 
– [8] – експериментально для маятника, вільно насадженого на вал елект-
родвигуна. 
Було встановлено, що при обертанні ротора з сталою швидкістю маятники 
застряють на одній з резонансних швидкостей обертання ротора (власній часто-
ті коливань системи). 
В [2] експериментально були виявлені і аналітично досліджені режими за-
стрягання вантажів в багатокульовому автобалансирі. Теоретичні дослідження 
проведені для плоскої моделі ротора на ізотропних опорах і автобалансира. Був 
розглянутий випадок, коли вантажі зібрані разом. Теоретично було встановле-
но, що в залежності від швидкості обертання ротора існують одна чи три мож-
ливі швидкості застрягання вантажів. У випадку трьох швидкостей застрягання 
дві швидкості близькі до резонансної швидкості обертання ротора, а одна – де-
що менша швидкості обертання ротора. З всіх можливих режимів застрягання 
вантажів стійким може бути тільки той режим, в якому швидкість обертання 
вантажів найменша і при цьому дорезонансна. Слід відзначити, що в рамках ро-
зглянутої моделі були одержані точні аналітичні розв’язки для режимів застря-
гання у випадку зрівноваженого ротора. 
Теоретично і обчислювальним експериментом режими застрягання куль 
були виявлені і досліджені у рамках таких моделей: 
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює просторовий рух і статично 
балансується двохкульовим автобалансиром [9]; 
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює плоский рух і балансується 
двохкульовим автобалансиром, з застосуванням модіфікованого методу інкре-
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ментального гармонічного балансу (modified incremental harmonic balance 
method) [10]; 
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює плоский рух і балансується 
двохкульовим автобалансиром, з застосуванням теорії граничних циклів (Limit-
Cycle Analysis) [11]; 
– ротора на анізотропних опорах, що здійснює плоский рух і статично ба-
лансується двохкульовим автобалансиром [12]; 
– ротора, встановленого на ізотропних опорах на платформу, що рухається 
прямолінійно поступально, при балансуванні ротора двохкульовим.  
Аналітично ефект застрягання досліджувався у вібромашинах, у яких: 
– один чи два інерційних віброзбудника встановлені на несуче тіло, що 
здійснює плоский рух [14]; 
– вітрове колесо з дебалансом, встановлено на віброплатформу [15]; 
– автобалансиром [13]. 
В роботах [9–15] було встановлено, що вантажі застряють на одній з резо-
нансних швидкостей обертання ротора, причому у випадку декількох вантажів 
досліджені режими застрягання, у яких вантажі зібрані разом. 
В [16] аналітично знайдені і досліджені режими застрягання вантажів в рам-
ках одномасної вібромашини з прямолінійним поступальним рухом платформи і 
віброзбудником у вигляді автобалансира з багатьма вантажами. Досліджувалися 
тільки ті режими застрягання, у яких вантажі зібрані разом. Встановлено, що в за-
лежності від швидкості обертання ротора у системи існують одна чи три можливі 
частоти застрягання вантажів. У випадку трьох частот, дві частоти близькі до ре-
зонансної частоти коливань платформи, а одна – до частоти обертання ротора. 
Слід відзначити, що в рамках розглянутої моделі не можна одержати точні аналі-
тичні розв’язки для режимів застрягання. Тому частоти застрягання визначалися 
наближено методом розкладання за степенями малого параметра. 
Проведемо аналіз отриманих результатів. Виявлення в роботах [2, 16] 
трьох, а не однієї можливої частоти застрягання вантажів пов’язано з тим, що ці 
швидкості визначалися за точними формулами [2] чи у більш високому набли-
женні [16]. В роботах [5, 7–15] частоти застрягання вантажів визначалися на-
ближено, різними наближеними методами. Тому у найнижчих наближеннях дві 
менших частоти застрягання вантажів співпали з резонансною швидкістю обер-
тання ротора, а найбільша – з швидкістю обертання ротора. 
Дослідження тільки такого режиму застрягання, у якому вантажі зібрані 
разом пояснюється наступним чином. Обчислювальними чи натурними експе-
риментами [2, 5, 8, 14] можна виявити тільки стійкі усталені режими руху сис-
теми. Саме так були виявлені режими застрягання, у яких вантажі зібрані ра-
зом. Тому аналітична теорія будувалася саме для такого режиму, а питання про 
існування інших режимів застрягання не піднімалися [7, 9–13, 16]. 
Слід відзначити, що роторна система з автобалансиром може здійснювати і 
параметричні (усталені) коливання. Такі коливання, наприклад, були виявлені і 
досліджені у випадках: 
– одномасної [17] вібромашини з віброзбудником у вигляді кульового ав-
тобалансира, встановленого на ротор з ексцентриситетом; 
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– плоскої моделі ротора на ізотропних опорах з двохкульовим автобалан-
сиром [18]. 
Описані результати показують, що поки побудувати аналітичну біфурка-
ційну теорію для розглядуваної системи неможливо, бо аналітично виявлені і 
досліджені не всі можливі усталені режими руху системи. Необхідним етапом 
побудови аналітичної біфуркаційної теорії розглядуваної системи є досліджен-
ня всіх можливих режимів застрягання вантажів. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є пошук всіх можливих режимів застрягання вантажів 
в пасивному автобалансирі з багатьма однаковими вантажами в рамках плоскої 
моделі зрівноваженого ротора на ізотропних пружно-в'язких опорах. Це дозво-
лить як уникати такі режими при автоматичному балансуванні роторів, так і за-
безпечувати такі режими в вібраційних машинах. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– описати механіко-математичну модель системи ротор-автобалансир, за-
писати диференціальні рівняння руху і рівняння стаціонарних рухів в рухомий 
системі координат; 
– за умови застрягання вантажів в автобалансирі знайти всі можливі рі-
шення диференціальних рівнянь руху системи і перевірити знайдені режими за-
стрягання обчислювальним експериментом. 
 
4. Методи пошуку всіх можливих режимів застрягання вантажів в ав-
тобалансирі 
Для побудови механіко-математичної моделі системи ротор-
автобалансиром використовуються елементи теорій роторних машин з пасив-
ними автобалансирами [1, 2], класичної механіки [19], збурень [20], біфуркацій 
рухів [21]. 
Диференціальні рівняння руху системи записуються щодо системи коорди-
нат, що обертається з постійною кутовою швидкістю. У такій системі координат: 
– рух механічної системи описується системою звичайних нелінійних ав-
тономних диференціальних рівнянь; 
– всі режими застрягання вантажів є стаціонарними рухами за умови, що 
швидкість обертання рухомої системи координат збігається з кутовою швидкіс-
тю застрягання вантажів. 
Пошук всіх можливих режимів застрягання вантажів зводиться до вирі-
шення нелінійної системи алгебраїчних рівнянь. При цьому одночасно розшу-
куються всі можливі частоти застрягання вантажів (кутові швидкості обертання 
рухомої системи координат), положення вантажів щодо обертової системи ко-
ординат, відповідні відхилення ротора. 
Для вирішення системи нелінійних алгебраїчних рівнянь буде використо-
вуватися метод розкладання коренів рівнянь за ступенями малого парамет-
ра [20]. При цьому будуть розглядатися різні співвідношення малості між пара-
метрами системи. 
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За біфуркаційний параметр буде прийнята кутова швидкість обертання ро-
тора. Режими застрягання вантажів будуть розшукуватися в залежності від ку-
тової швидкості обертання ротора. Виникнення і зникнення різних режимів за-
стрягання буде вивчатися з точки зору теорії біфуркацій рухів [21]. 
Одержані результати теоретичних досліджень будуть перевірені конкрет-
ними числовими розрахунками. 
 
5. Режими застрягання вантажів в автобалансирі – плоска модель ро-
тора на ізотропних опорах 
5. 1. Механіко-математична модель системи 
5. 1. 1. Опис механіко-математичної моделі системи 
Для дослідження динаміки системи прийнята так звана плоска модель ро-
тора і автобалансира. У її рамках ротор – симетричний плоский диск маси М, 
насаджений на абсолютно жорсткий вал, перпендикулярний його площині 
(рис. 1). Ротор розташований вертикально, рухається плоскопаралельно у гори-
зонтальній площині, і обертається зі сталою кутовою швидкістю . У випадку 
маятникового автобалансира (рис. 1, а) на вал ротора насаджені nb однакових 
маятників. Маса маятника m, фізична довжина l і головний центральний осьо-
вий момент інерції IC. У випадку кульового (роликового) автобалансира 
(рис. 1, б) nb куль (роликів) котяться без ковзання по кільцевій доріжці. Маса 
кулі (ролика) m, радіус R, відстань від осі вала до центра кулі (ролика) l. Як це 
прийнято в аналітичній теорії пасивних автобалансирів припускається, що ван-
тажі не заважають руху один одному. 
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Рис. 1. Плоска модель ротора і автобалансира: а – ротор на ізотропних пружно-
в’язких опорах; б – кінематика руху ротора і кулі чи ролика; в – кінематика ру-
ху маятника 
 
При нерухомому роторі вал суміщений з віссю обертання. У процесі руху 
вал – точка O, відхиляється від осі обертання, точки K, і на нього починають ді-
яти оновлююча сила, і сила в’язкого опору середовища. Коефіцієнти жорсткості 
і демпфірування в опорах вала – c, b. 
Для опису руху системи використовуємо наступні системи осей: 
– O – права система нерухомих прямокутних осей; 
– OXY – права система рухомих прямокутних осей, що обертається навколо 
оси обертання (точки K) зі сталою кутовою швидкістю ; 
– OXOYO – права система рухомих прямокутних осей, що починається у 
центрі диска і паралельна системі осей OXY. 
Кут повороту системи осей OXY навколо точки K дорівнює t, де t – час. 
Кут повороту ротора t. Положення j-го вантажу визначається відносно систе-
ми осей OXOYO кутом αj. При повороті j-го маятника навколо вала на нього діє 
момент сили в’язкого опору  2 ,     jl  де  – коефіцієнт сил в’язкого 
опору,      j  – швидкість обертання маятника навколо вала (ротора) і 
крапка над величиною означає похідну за часом. При русі j-ої кулі (ролика) по 
доріжці на неї діє сила в’язкого опору   ,     jl  де  – коефіцієнт сил 
в’язкого опору, і     jl  – швидкість руху центра кулі (ролика) по доріж-
ці відносно ротора. 
Маса системи, сумарна неврівноваженість від вантажів в проекціях на ру-
хомі осі X і Y, резонансна швидкість обертання ротора, відповідно: 
 
,   bM M n m  
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0 / .  c M                    (1) 
 
Проекції швидкості центра мас ротора на осі X і Y, відповідно 
 
, .    Ox Oyv x y v y x                 (2) 
 
5. 1. 2. Диференціальні рівняння руху системи 
Диференціальні рівняння руху системи умовно ділимо на дві групи [2]: 
– диференціальні рівняння руху вантажів 
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де для кулі, ролика чи маятника, відповідно 
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– диференціальні рівняння руху ротора 
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Зауважимо, що для математичного маятника 0,CI  1.   
 
5. 1. 3. Узагальнений потенціал і дисипативна функція системи. 
Потенціальна енергія системи 
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 2 21 .
2
 V c x y    (6) 
 
На усталеному русі кінетична енергія ротора є сумою кінетичних енергій 
поступального руху разом з центром мас (точкою O) і обертання навколо 
центра мас [19]: 
 
   2 2 2 2/ 2 / 2,    rr OT M x y I    (7) 
 
де  
r
OI  – осьовий момент інерції ротора відносно подовжньої осі. 
На усталеному русі вантажі припиняють рухатися відносно рухомих осей. 
Вантажі ведуть себе як абсолютно тверде тіло, що обертається зі сталою куто-
вою швидкістю  навколо осі обертання. Їх кінетична енергія може бути пода-
на у вигляді 
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b
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де ( )bKI  – осьовий момент інерції вантажів відносно осі обертання. 
В свою чергу 
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де 2 O CI I ml  – осьовий момент інерції вантажа відносно осі O. 
Таким чином, кінетична енергія системи на усталеному русі 
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Узагальнений потенціал: 
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Ця функція узагальнює аналог потенціальної енергії, одержаної в робо-
ті [3] і розповсюджує її на випадок рухів, у яких вантажі застряють. 
Дисипативна функція 
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Лінійна відносно узагальнених швидкостей складова 
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Ця функція є аналогом дисипативної функції, одержаної в роботі [3] і роз-
повсюджує її на випадок рухів, у яких вантажі застряють. 
 
5. 1. 4. Рівняння стаціонарних рухів системи 
Рівняння стаціонарних рухів для розглядуваної системи приймуть вигляд 
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При застряганні вантажів на кутовій швидкості  узагальнені координати є 
сталими 
 
,  j j  0,   j j  / 1, /;j N  ,x x  .y y            (16) 
 
Тому систему рівнянь (14), (15) можна одержати і з системи диференціаль-
них рівнянь руху (3), (5). 
Це система (nb+2) нелінійних алгебраїчних рівнянь відносно (nb+3) невідо-
мих ,x  ,y  , j  / 1, /, bj n  .  
Стаціонарні рухи є рішеннями системи алгебраїчних рівнянь (14), (15). 
Система може мати наступні стаціонарні рухи: 
– основні і побічні, на яких вантажі синхронно обертаються з ротором 
 [3]; 
– побічні рухи, на яких вантажі обертаються не синхронно з ротором ≠. 
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Стаціонарні рухи, на яких вантажі синхронно обертаються з ротором ви-
вчені в роботі [3]. Нижче вивчаються стаціонарні рухи, на яких вантажі обер-
таються не синхронно з ротором ≠. 
Зауважимо, що вивчаються рухи, які є стаціонарними по відношенню до 
різних систем координат, що обертаються з певними сталими кутовими швид-
костями. Ці рухи не є стаціонарними по відношенню до певної однієї обертової 
системи координат. 
 
5. 2. Пошук режимів застрягання вантажів 
5. 2. 1. Постановка задачі 
Введемо кут  між вектором KO  (вектором переміщення ротора) і віссю X. 
Тоді 
 
2 2cos / , sin / , ,     x r y r r x y             (17) 
 
і рівняння усталених рухів (14), (15) перетворюються до вигляду: 
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де 
 
, / 1, / .     j j bj n                (20) 
 
Одержана система (nb+2) нелінійних алгебраїчних рівнянь відносно (nb+2) 
невідомих ,r  ,  , j  / 1, / . bj n  
Перша група рівнянь – (18) буде виконуватися, якщо 
 
 sin sin , cos 1 cos ,      j
k
j j  / 1, /, bj n             (21) 
 
де:  0,1 ,jk  / 1, /; bj n   – деякий кут, який треба знайти. 
Рівняння (21) будуть виконуватися, якщо 
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Використовуючи (21), з (18) і (19) одержуємо наступну систему рівнянь 
для визначення ,  ,r   : 
 
 2 2 sin 0,       jL l ml r              (23) 
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Двійкове число 1 1, , ,n nk k k  (чи його десятковий еквівалент k) характери-
зує певну конфігурацію вантажів у рухомій системі координат OXOYO в режимі 
застрягання. Введений кут  є параметром. Тому кожен режим застрягання є 
однопараметричною родиною рухів, у яких вантажі застряють у певній конфі-
гурації на одній певній швидкості обертання. 
В десятковій системі числення 0 2 1.  bnk  Тому різних конфігурацій 
вантажів може бути не більше 2 .bn  
Оскільки вантажі однакові, то принципово не розрізняються рухи, у яких 
для однакової кількості вантажів j. Будемо нумерувати принципово різні 
конфігурації вантажів індексом i=0,..., nb. В конфігурації 0 всі вантажі відхилені 
на кути j, в русі 1 – один вантаж відхилений на (), а решта – на  і т. д. 
Всього різних конфігурацій вантажів: 
 
1. bN n                  (26) 
 
При цьому 
 
  2 , AB bn i n i  / 0, / bi n               (27) 
 
і параметр  ABn i  приймає такі значення: 
– nb,…, 3, 1, –1, –3,…, –nb, якщо nb парне; 
– nb,…, 4, 2, 0, –2, –4,…, –nb, якщо nb непарне. 
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5. 2. 2. Режими застрягання у випадку, коли   0ABn i  
Загальна послідовність розв’язання задачі. Зауважимо, що при непарній 
кількості вантажів завжди   0.ABn k  
Розв’яжемо систему рівнянь (23), (24). Подаємо її у вигляді 
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З першого і третього рівнянь знаходимо 
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2
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З (29) випливає, що вантажі можуть тільки відставати від ротора (<). 
Тоді з першого рівняння в (28) випливає, що sin 0,   і тому  , 0 .   
Використовуючи перше і друге рівняння в (28) введемо кут 
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Тоді, знаходимо (k)(, 0): 
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Використовуємо тотожність 
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Підставляємо у це рівняння 2r  з (29), одержуємо 
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         (32) 
 
Це рівняння може бути задоволене у таких двох випадках: 
1) 0  – вантажі синхронно обертаються з ротором; 
2)  
 
 
 
2
2 2
2 3 2 5 2 2
  
     
 
b b
AB
M cn n
b m m n k b
 – вантажі відстають від ротора. 
Режими руху, у яких вантажі обертаються синхронно з ротором досліджені 
в [3]. Нижче вивчаються режими застрягання вантажів. 
Другий випадок дає наступне рівняння 
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З (33) знаходимо частоти i(k), на яких можливе застрягання вантажів. По-
тім, з рівняння (29) знаходимо 
 
   ( ) .         br k l n k b k              (34) 
 
З (20) і (22) знаходимо: 
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З (17) знаходимо 
 
       , cos , sin .    x k r k y k r k               (36) 
 
Величини (34)–(36) обчислюються для конкретної частоти застрягання. 
 
Частоти застрягання вантажів. Перетворюємо рівняння (33) до вигляду 
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   0 1 ,  a k k  1 , a n   
2
2 2 1 2 ,    a h k  
 
 23 2 1 2 ,   a n h k  4 1,a  5 . a n              (38) 
 
Корені рівняння, що з точністю до позначень співпадає з рівнянням (37), 
досліджені в [2, 16]. Ефект застрягання виникає при малих силах в’язкого опору 
(в опорах і сил, що перешкоджають руху вантажів відносно корпусу автобалан-
сира). За результатами робіт [2, 16] в цьому випадку для конфігурації вантажів 
k існують три характерні швидкості обертання ротора 
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При їх переході змінюється кількість чи властивості можливих частот за-
стрягання вантажів. При цьому    1 2 31   n k n n k n  і на швидкостях обе-
ртання ротора: 
– менших  1n k    10 , n n k  існує єдина частота застрягання вантажів 
1(k), причому 0<1(k)<1; 
– що перевищують  1 ,n k  але менші за 2n    1 2 , n k n n  існують три час-
тоти застрягання вантажів 1,2,3(k), такі, що 0<1(k)<1<2(k)<3(k)<n; 
– що перевищують 2 ,n  але менші за  3n k    2 3 , n n n k  існують три час-
тоти застрягання вантажів 1,2,3(k), такі, що 1<1(k)<2(k)<<3(k)<n; 
– що перевищують  3n k    3 ,n n k  існує єдина частота застрягання ван-
тажів 3(k), така, що 1<<3(k)<n. 
Зауважимо, що 2n  не залежить від конфігурації вантажів відносно ротора, 
а  1 ,n k   3n k  – залежать. З (38) і (39) знаходимо 
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В табл. 1. наведені формули, призначені для наближеного обчислення час-
тот застрягання вантажів при різних співвідношеннях малості між параметрами 
системи. 
 
Таблиця 1 
Залежність безрозмірних частот застрягання вантажів i(k) від швидкості обер-
тання ротора (n) 
№ 
п/п 
Співвідношення 
малості між пара-
метрами 
Частоти застрягання вантажів – розкладання ко-
ренів полінома (39) 
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В табл. 1  це безрозмірна додатна величина, що набагато менше 1 
(0<<<1). Вона введена для визначення співвідношень малості між параметра-
ми системи. 
 
Кількість характерних швидкостей, кутових швидкостей і режимів за-
стрягання вантажів. З (33) видно, що характерні швидкості і кутові швидкості 
застрягання вантажів однакові для конфігурацій вантажів, у яких однакові 
 2 .ABn i  З (27) видно, що    
2 2 . AB AB bn i n n i  Випадок   0ABn i  можливий тільки 
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при парній кількості вантажів. Отже, принципово різних варіантів, у яких 
 2 0ABn i  буде: 
– (nb+1)/2, якщо nb непарне; 
– nb/2, якщо nb парне. 
Зауважимо, що в стількох же конфігураціях   0ABn i  чи   0.ABn i  
Кожному варіанту відповідає своя трійка швидкостей застрягання ванта-
жів. Тому у випадку   0ABn i  загальна кількість різних швидкостей застряган-
ня вантажів 
– 3(nb+1)/2, якщо nb непарне; 
– 3nb/2, якщо nb парне. 
Оскільки характерна швидкість n2 не залежить від конфігурації вантажів, 
то у випадку   0ABn i  буде така кількість різних характерних швидкостей: 
– nb+2, якщо nb непарне; 
– nb+1, якщо nb парне. 
З (30), (31) і (35) видно, що конфігурації, у яких: 
–   0ABn i  реалізуються для частоти застрягання вантажів 0<1(k)<1; 
–   0ABn i  реалізуються для частот застрягання вантажів 
1<1(k)<2(k)<<3(k). 
Тому загальна кількість режимів застрягання, у яких ( ) 0 :ABn i  
 
    
 
1
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1 3 / 2 2 , якщо парне.
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           (41) 
 
Випадок, коли   0ABn i  вивчається нижче. 
 
5. 2. 3. Режими застрягання у випадку, коли   0ABn k  
Зауважимо, що випадок   0ABn k  можливий тільки при парній кількості 
вантажів, коли половина вантажів відхилена на кут j. В цьому випадку з 
першого рівняння в (24) одержуємо таку частоту застрягання вантажів 
 
0.                    (42) 
 
Тоді решта рівнянь в (23), (24) приймуть вигляд 
 
 2 20 0 sin 0,       jL l ml r               (43) 
 
2 2
0 0 sin 0.      y x bxL yL b r n ml r               (44) 
 
Звідки 
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 2 20 0 0.        y x b j bxL yL n L b r n l  
 
З цього рівняння знаходимо 
 
   0 0/ .    br l n b                (45) 
 
Отже, цей режим може існувати тільки на зарезонансних швидкостях обе-
ртання ротора. З (43) знаходимо 
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Звідки 
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Рух зникає, коли 
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Звідки знаходимо характерну (розмірну) швидкість 
 
2 3
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
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               (47) 
 
Отже, цей режим застрягання існує в діапазоні безрозмірних швидкостей 
обертання ротора  21, .n n  У точці n=1  0    цей режим виникає, а у точці 
n=n2  2    – зникає. 
З (46) знаходимо  1 0,    2 / 2.  n  
З (35) знаходимо: 
– коли n=1 
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– коли n=n2 
 
/ 2.    j                  (49) 
 
Отже, у випадку   0ABn k  існує тільки один режим застрягання. При за-
родженні цього режиму на резонансній швидкості половина вантажів відхилена 
у бік відхилення ротора, а половина – у протилежний бік. При зникненні цих 
режимів всі вантажі однаково відхилені на 90° відносно відхилення ротора. 
З врахуванням (41) загальна кількість режимів застрягання: 
 
 1
1
2 1 , якщо непарне;
1 2 1, якщо парне.
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            (50) 
 
При цьому кожен режим застрягання характеризується i-конфігурацією 
вантажів і відповідною частотою застрягання j. Будемо позначати принципово 
різні режими застрягання вантажів наступним чином: 
 
, ji  / 0, , bi n  1,3 / .j                (51) 
 
Тоді, наприклад, режим 01 означає, що всі вантажі відхилені в один бік так, 
що  0 0 AB bn n  і вантажі застрягли на дорезонансній швидкості 1 (1<1). 
 
5. 2. 4. Обчислювальний експеримент 
Розрахункові данні: 
nb=3, κ=1, m=0,33 кг, l=0,1 м, MΣ=4 кг, 
с=10000 Н/м, b=4 Н∙с/м, β=0,15 Н∙с/м. 
Тоді 
 
3.88 кг,  bM M n m 0 / 50 рад/с 15.9154943 Гц.   c M  
 
Розрахунки показують, що у системи (табл. 2): 
– nb+2=3+2=5 різних характерних швидкостей; 
– nΣ1=3(nb+1)/2=3(3+1)/2=6 різних швидкостей застрягання вантажів; 
– 2(nb+1)=2(3+1)=8 різних режимів застрягання вантажів. 
На рис. 2 побудовані графіки залежностей кутових швидкостей застряган-
ня вантажів від швидкості обертання ротора для конфігурацій вантажів k=16 
  2 1 .ABn k  
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Таблиця 2 
Режими застрягання вантажів 
Величини Числові значення величин для різних конфігурацій вантажів 
k 0 (000) 7 (111) 1 (001) 2 (010) 4 (100) 3 (011) 5 (101) 6 (110) 
i 0 3 1 2 
 ABn i  3 –3 1 –1 
 2ABn i  9 1 
 1n i  1.23595 1.10291 
2n  12.25 
 3n i  12.25268 12.25030 
Режими 1<1 
1>1, 
2, 3 
1<1 1>1, 2, 3 
 
 
а      б 
 
 
в 
Рис. 2. Графіки залежностей кутових швидкостей застрягання вантажів від 
швидкості обертання ротора для конфігурацій вантажів k=16   2 1 :ABn k  
а – загальний вид; б – в околі характерної кутової швидкості  1 ;n k  
в – в околі характерних кутових швидкостей  2 3,n n k  
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Майже аналогічний вигляд мають графіки залежностей кутових швидкос-
тей застрягання вантажів для конфігурацій вантажів k=0, 7   2 9ABn k . 
На рис. 3, а показано зародження руху 01 (n~0) і злиття його з рухами 11 і 
31 (n=n2). 
На рис. 4 показано зародження рухів 32, 33 (n=n1), злиття руху 32 з ру-
хом 31 (n=n3), рух 33 при n=n3. 
На рис. 5 показано зародження руху 11 (n~0) і злиття його з рухами 01, 
31 (nn2). 
 
 
 
Рис. 3. Зародження руху 01 (n~0) і злиття його з рухами 11 і 31 (n=n2) 
 
 
 
Рис. 4. Зародження рухів 32, 33 (n=n1), злиття руху 32 з рухом 31 (n=n3), рух 
33 при n=n3 
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Рис. 5. Зародження руху 11 (n~0) і злиття його з рухами 01, 31 (nn2) 
 
На рис. 6 показано зародження рухів 22, 23 (n=n1), злиття руху 22 з ру-
хом 21 (n=n3), рух 23 при n=n3. 
Рис. 3–7, для зручності, побудовані для кута =0 (ротор від сумарної нев-
рівноваженості вантажів перемістився вздовж осі x). Також, червоним кольором 
показані положення вантажів при найменшій швидкості обертання ротора, зе-
леним – середній, синим – найбільшій. 
 
 
 
Рис. 7. Зародження рухів 22, 23 (n=n1), злиття руху 22 з рухом 21 (n=n3), рух 
23 при n=n3. 
 
6. Обговорення одержаних результатів з дослідження режимів застря-
гання вантажів 
Проведені теоретичні дослідження показують, що режими застрягання ванта-
жів в системі ротор-автобалансир є однопараметричними сім’ями усталених рухів. 
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Кожен режим застрягання характеризується певною конфігурацією ванта-
жів і відповідною частотою застрягання. В системі координат, що синхронно 
обертається з вантажами: 
– переміщення ротора є сталим; 
– параметром є кут, що визначає напрямок вектора переміщення ротора; 
– вантажі займають певні фіксовані положення відносно вектора перемі-
щення ротора і ці положення залежать від швидкості обертання ротора. 
У автобалансира з nb однаковими вантажами різних конфігурацій вантажів 
nb+1. Загальна кількість різних режимів застрягання вантажів: 
– 2(nb+1), якщо nb непарне; 
– 2nb+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних частот застрягання: 
– 3(nb+1)/2, якщо nb непарне; 
– 3nb/2+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних характерних швидкостей – nb+2. Характерні швид-
кості є точками біфуркацій рухів, бо при їх переході зароджуються чи зникають 
однопараметричні сім’ї рухів, що відповідають певному режиму застрягання. В 
цих точках режими застрягання можуть набувати, або втрачати стійкість. 
Слід відзначити, що результати одержані для випадків малих сил в’язкого 
опору в системі чи при малій масі вантажів у порівнянні з масою системи. Але 
це припущення актуально для практики. Також, припущення зроблено на етапі 
пошуку розкладань характерних швидкостей і швидкостей застрягання в ряди 
за степенями малого параметра. 
Розв’язана задача може відігравати роль модельної задачі, зокрема для оцінки: 
– ефективності наближених методів з дослідження динаміки і стійкості ру-
хів механічних систем; 
– повноти розв’язання задач з дослідження режимів застрягання в рамках 
інших моделей роторних машин з автобалансирами, дебалансними збудниками 
вібрацій тощо. 
Одержані результати дозволяють як зменшувати області існування режимів 
застрягання, так і збільшувати. Це може бути використано при проектуванні авто-
балансирів для балансування роторів чи віброзбудників у вигляді автобалансирів. 
З всіх теоретично можливих режимів застрягання на практиці будуть здій-
снюватися тільки стійкі рухи. Тому в подальшому планується дослідити стій-
кість знайдених режимів застрягання і провести обчислювальні експерименти. 
Зауважимо, що дослідження можна проводити з застосуванням теорії стійкості 
стаціонарних рухів нелінійних автономних систем. При цьому аналітично мож-
на знайти «точні» границі областей стійкості рухів у просторі параметрів [2]. 
 
7. Висновки 
1. В рамках плоскої моделі динаміку зрівноваженого ротора на ізотропних 
опорах і кульового (роликового) чи маятникового автобалансира описує авто-
номна система диференціальних рівнянь.  
Відносно системи координат, що обертається синхронно з вантажами, як 
режими застрягання вантажів, так і режими синхронного обертання вантажів з 
Н
е є
пе
ре
ви
да
нн
ям
ротором є стаціонарними розв’язками системи диференціальних рівнянь. Отже, 
будь-який такий режим є станом відносної рівноваги механічної системи відно-
сно рухомої системи координат. 
2. Режими застрягання вантажів в системі ротор-автобалансир є однопара-
метричними сім’ями усталених рухів. 
Кожен режим застрягання характеризується певною конфігурацією ванта-
жів і відповідною частотою застрягання. 
В системі координат, що синхронно обертається з вантажами: 
– переміщення ротора є сталим; 
– параметром є кут, що визначає напрямок вектора переміщення ротора; 
– вантажі займають певні фіксовані положення відносно вектора перемі-
щення ротора і ці положення залежать від швидкості обертання ротора. 
У автобалансира з nb однаковими вантажами різних конфігурацій вантажів 
nb+1. Загальна кількість різних режимів застрягання вантажів: 
– 2(nb+1), якщо nb непарне; 
– 2nb+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних частот застрягання: 
– 3(nb+1)/2, якщо nb непарне; 
– 3nb/2+1, якщо nb парне. 
Загальна кількість різних характерних швидкостей – nb+2. Характерні швид-
кості є точками біфуркацій рухів, бо при їх переході зароджуються чи зникають 
однопараметричні сім’ї рухів, що відповідають певному режиму застрягання. В 
цих точках режими застрягання можуть набувати або втрачати стійкість. 
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